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T he accoun t o f  torsion  bars w ith  a n on-round  cro ss-sec tio n  is presen ted . It’s a  practical in teresting  
m ethod  as m o st s im p ly  accoun t. T h e approxim ation  o f  g eo m etr ica l re in force w ith  8 per. m isca lcu la tio n  is  
rece ived . T h e particular c a se s  o f  n on-rou nd  c r o ss-sec tio n s  (there are e llip se , trian gle and  rectan g le) are 
considered .
Большой практический интерес представляет собой вопрос о кручении 
стержней некруглого поперечного сечения, применяемых в различных конструк­
циях. В таких стержнях при кручении поперечные сечения не остаются плоскими, 
а искривляются (деплакируют). Это связано с тем, что точки поперечного сечения 
получают перемещения, направленные вдоль оси стержня.
Если на стержень не наложены связи, препятствующие свободной деформа­
ции его поперечных сечений, то такое кр)шение называется свободным. При сво­
бодном кручении в стержне возникают лишь касательные напряжения.
Таким образом, при кручении стержней некруглого поперечного сечения 
нарушается одна из основных гипотез сопротивления материалов — гипотеза 
плоских сечений. Поэтому при решении таких задач необходимо учитывать не 
только взаимный поворот сечений, но также их депланацию. Эта задача усложня­
ется еще и тем, что напряжения в стержне определяются функцией не одной пе­
ременной (р) полярной системы координат, как в стержнях круглого сечения, а 
двух переменных (х,у) декартовой системы координат. Следовательно, определе­
ние напряжений в стержнях некруглого поперечного сечения представляет собой 
довольно сложную задачу, которая решается методами теории упругости [1].
При кручении стержней произвольного поперечного сечения основными па­
раметрами, представляющими практический интерес, являются наибольщие каса­
тельные напряжения Ттах, возникающие в стержне, и относительный угол закру­
чивания 0 (угол закручивания на единицу длины стержня). При этом независимо 
от формы сечения значения этих величин могут быть записаны в виде,
е = — ; 6 - *  (1)
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где Т — крутящий момент, приложенный к стержню; G —  модуль сдвига мате­
риала стержня; d(p — взаимный поворот поперечных сечений стержня на участке 
dz\ Wk'&h — геометрические характеристики сечений некруглой формы при кру­
чении — соответственно геометрическая характеристика прочности (момент со­
противления кручению) и жесткости (геометрическая жесткость).
Задачу о кручении стержней впервые решил знаменитый французский уче­
ный Б. Сен-Венан (1797-1886). Однако, точное решение, предложенное Сен- 
Венаном и заключающееся в непосредственном интегрировании дифференциаль­
ных уравнений равновесия совместно с заданными краевыми условиями, является 
довольно сложным, даже для простьк сечений. Немецкий ученый Л. Прандтль 
(1875-1953) впервые предложил рещение этой задачи путем введения понятия 
функции напряжений Ф{хУ), что значительно упрощает расчет.
Эта функция дифференцируема и связана с касательными напряжениями 
следующим образом [2, 3]:
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Функция Ф должна удовлетворять уравнениям равновесия, уравнениям 
сплошности и краевым условиям. Подставляя соотношения (2) в уравнения рав­
новесия и применяя формулы закона Гука при кручении, получим следующее 
дифференциальное уравнение:
Л^ф d}0
При свободном кручении краевые условия на торцах принимают вид (рис.1):
\i'^zy^-'^zxy¥A ^T. (4)
Учитывая выражения (2), а 
также, применяя теорему Грина 
при интегрировании [3], условие 
(4) может быть записано в сле­
дующем виде:
T = 2\d>dA. (5)
А
Но, так как Т=ОЫк, то фор­
мула для определения геометриче­
ской жесткости односвязных 
(сплощных, без внутренних полос­
тей) сечений принимает вид:на т орцевой  поверхност и ст ерж ня
h  = GQ
\(PdA. (6)
(8)
Функция напряжений может быть определена следующим образом [3]:
Ф = С -П х ,у ) ,  (7)
где fix,у) — уравнение контура сечения; С — постоянная, определяемая из урав­
нения (3).
При этом для точек контура
Ф(х,у) = 0.
Рассмотрим некоторые простейщие сечения.
Эллиптическое сечение. Уравнение 
контура (рис. 2) имеет вид
2 2
где а и Ь  — полуоси эллипса.
С учетом условия (8) функцию Ф запи­
сываем в следующем виде:
.2 Л
Ф(х,у) = С "
f  2
у
Подставляя в уравнение (3), находим посто­
янную С:
касат ельных напряж ении  
в эллиптическом сечении
с  =  — - G e .
а^+Ь^
По формуле (6) находим геометрическую жесткость:
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где у4, /д:, /j, — соответственно площадь и осевые моменты инерции сечения. 
После интегрирования и упрощения получим
па^Ь^
Тогда
а^+Ь^' 
тш^Ь^T = GQ
а^+Ь2 •
Функция Ф принимает вид
Ф = - 4 ^ о е
а^+Ь^
По уравнениям (2) находим
дФ 2Т
/  2 2 \ t 2 2 \
-1 т -1
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Наибольшие напряжения возникают в точках пересечения контура с малой осью 
эллипса:
Т %аЬ^
Ж
т^ах 2^t(max) ттг ’ w,=-
Для кругового сечения 
_ па^Ь^
л 1г —  ■
к
' ,а = Ь = —
2 ,
nd* _
получим
паЬ^ nd^
------ = -—  = f r . .
16а^+Ь^ 32 " 2
где 1рИ Wp — соответственно полярный момент инерции и полярный момент со­
противления сечения круглой формы.
Треугольное сечение (треугольник равно­
сторонний). Запишем уравнения сторон тре­
угольника в центральных осях (рис. 3): 
hсторона AB: у-ь —= 0;
2сторона АС: у - л /3 х -  — к = 0;
2сторона ВС: у  + л/Зх -  — /г = 0,
Функция напряжений запишется в виде: 
Ф{х,у) = С у-1--^^^у-л/Зх-^/г у + 4 3 х -^ к
Рис. 3. Р аспределение  
касат ельны х напряж ений  
в т реугольном  сечении
Используя (3), находим постоянную С:
С = -G 0 .
Находим геометрическую жесткость по формуле (6)
h =  —G0^
Подставляя значение Ф, раскрывая скобки и интегрируя в пределах измене­
ния переменных х я у ,  окончательно получим
|фйМ.
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Максимальные касательные напряжения возникают в т. D основания АВ:
Т ^  2-h^. гпе W,. = ------^  = — .
20 ^2с(тах)
Принимая T=Gdlk, можно записать
”^zjc(max) ~
д ,
Т 7,G 0 -^
^ к ~
15-л/З
= G 0 - 
2
Прямоугольное сечение. Вьппеизложенный метод не позволяет получить 
решение для прямоугольных сечений. В этом случае функция напряжений пред­
ставляется в виде ряда Фурье:
Ф(х,у) = ' ^ / ( у ) - с о 8 ^ ,  (9)
п=0
где Ду) — функция, подлежащая определению.
Так как на контуре Ф(х,у)=0, то в формуле (9) используются только нечет­
ные значения п (п=1, 3, 5,...).
Геометрическая жесткость в этом случае определяется следующим образом:
где Д  — момент инерции сечения относительно оси х\, проходящей через
большую сторону сечения (рис. 4).
Значение коэффициента к\ определяется по формуле [3]:
_ {2п + і)тс. \92 h j ( тіЬ^■ 1---- 7----- th —
2h
где = ■
2h{2n + \ f  Tc^ b 
Максимальные касательные напряжения, которые возникают посредине 
длинных сторон (точки А и Al на рис.4), равны:
, ТX = Xmax zx(max) W.
где ^к=  —* h
Значение коэффициента кг определя­
ется по формуле [3]
8 1
^  (2и + 1)^  • ch{kjy)
По вьппеперечисленным формулам 
можно вычислить значения коэффициентов 
к\ и кг при любых соотношениях сторон 
прямоугольного сечения.
Следует отметить, что в отечествен­
ной литературе по сопротивлению мате­
риалов приводятся следующие формулы 
для определения W  к и 7* [5, 6]:
= abh^; I, = .
При этом для сечений, у которых b » h ,  а=р=1/3-0,333. Такому значению коэф­
фициентов а и р  нет логического объяснения.
В то же время, согласно формулам, предлагаемым в настоящей статье, в 
предельном сл}щае (b » k )  пол>^ім: к-{=кг=\. И тогда
касат ельны х напряж ении
в прям оугольном  сечении
ч 1 Аi  ч/
bh^
W ^ = ^  = ~  = 2W^, 
* /2 3
где Wx — осевой момент сопротивления прямоугольного сечения.
Такой подход к решению задачи о кручении стержня прямоугольного сече­
ния является, на наш взгляд, более логичным.
В [2] приведены приближённые формулы для определения коэффициентов а 
и (5:
'  р . -  'а
3 + 1,8- 
Ь 3 + 2
h И— Н---г
ь
2 л
Применяя эти формулы, можно получить приближенные выражения для вы­
числения коэффициентов кхш кг.
h
К =■
1 1 +  0,6 -
, 2 (h кЛ  ^-- г ^1 + - 1 + - — +
3 [ъ b^j 3 u
Расчет 4  по приближенной Формуле Сен-Венана. Для определения геомет­
рической жесткости сплошных сечений произвольной формы Б. Сен-Венаном бы­
ла предложена следующая приближённая формула [4]:
( 10)h  =
Учитывая то, что величины А и 1р можно легко определить, формула (10) 
представляет собой хорош)ло аппроксимацию величины h  для любых односвяз­
ных сечений. При этом погрешность вычислений составляет не более 8%. В то же 
время в отечественной литературе по сопротивлению материалов эта формула ни­
где не встречается.
Таким образом, приведенные в статье формулы позволяют значительно уп­
ростить решения, связанные с кручением стержней некруглого односвязного по­
перечного сечения. Предложенная методика представляет практический интерес в 
инженерных расчетах.
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